Barycentres

|. Barycentre d’un systéme pondéré de 2 points

1. Existence d’'un point G vérifiantaGA+ SGB =0 :

Exemple préliminaire :

2GA+GB=0
2GA+GA+AB =0
3GA+AB =0

AG=1hB
3

Etude du cas général :

aGA+GB=0
aGA+ BGA+ SAB =0
(a+p)GA+BAB=0
SAB=-(a+B)GA
BAB=(a+p)AG

e Siag+pB#0, alorsAG = Zy:
a+pf

G existe et il est unique. C'est le barycentre dst&aye( A a),(B; 3)
« Sia+p=0,alors SAB=0
G n’existe pas sA etB sont distincts.
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2. Deéfinition du barycentre d’un systéme pondérée 2 points :

Soit (A;a),(B;B) un systéme pondéré de 2 pointsaSi B2 0, il existe un unique poir®
tel que : aGA+BGB=0
G est le barycentre du systefw; a),(B; 3).

On a alorsAG = B AB
a+pf

Au niveau physique, le point G serait le point diéiQre d’'une balance{A; B] chargée de
deux masses de poids et S a ses extrémités :

S
A /\ B

3. Exemples de construction d’un barycentre d’'un sstéme pondére de 2 points :

G, : barycentre du systen{é 1) ,(B;3)
: barycentre du systen{é; 2) ,(B;5)
: barycentre du systen{ek -3) ,(B;1)
: barycentre du systen{é 1) ,(B;1)

folo

2

* G, : barycentre du systen{&;1),(B;3) : GA+3GB =0 G:%TB

G,

* G, : barycentre du systen{é\; 2),(B;5) : 2GA+5GB=0 AG=—AB

~N | o

G,
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* G, : barycentre du systén{&y -3),(B;1): -3GA+GB=0 AG= Y

2
G,
* G, : barycentre du systen{ey1),(B;1): GA+GB =0 E:%ﬁ
G,
A B

4. Quelques propriétés du barycentre :
> Le barycentre G d'un systénfé;a),(B; ) appartient a la droiteAB).
» Homogénéité :

Le barycentre d'un systeme pondéré est inchanggun remplace les coefficients par des
coefficients proportionnels.

Par exemple, (A-3),(B;) a le méme barycentre qugdA-6),(B;2) ou que
(A;-30),(B;10).

» Position du barycentre sur la droiB] en fonction du signe de et def :

- si a et £ sont de méme signe, le barycentre est éneB.
- si a et [ sont de signes contraires, le barycentre esk&étieur du segme|{tA; B] :

5. Réduction d’'un vecteur de la formeaMA+ SMB :

@ Paragraphe important !

SoientA et B deux points ety et B deux réels tels que + 8# 0. On noteG le barycentre
du systtmd A a),(B; 5).
Pour tout pointM, on a alors :

aMA+ BMB = (a + B)MG

oumvc=_2 wa+ 2 w8
a+pf a+pf
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Démonstration :

am+ﬂm=a(m+@)+ﬂ(m+@)
aMA+ BMB = (a + B)MG +aGA+ SGB
aMA+ BMB = (a + B)MG +0 car aGA+ 3GB =0 carG est le barycentre du systér(ué\; 0’) : ( B;,B)

6. Coordonnées du barycentre dans le plan muni dh repére :

Le barycentre d'un systén{&; a),(B; ) a pour coordonnées :

:aXA+ﬁXB
a+p
_ay.tBYs
Yo =
a+pf

Démonstration :
D’apreés la formule du 5., avéd a I'origine O du repére, on a :

oG- oA+ P o8
a+p a+pf

(% + yAT)+aTﬂﬁ(XBT+ Yel)

Ty j=—2
X5 G a+p
aXA+:BXBT+ayA+ﬁyB]

a+pf a+pf

XGT+yG_J: =

7. Quelques exemples d’application du barycentrée 2 points :
Exemple 1 :

SoientA etB deux points distincts.
Dans chacun des cas suivants, déterminer 2 réett [ tels queG soit le barycentre du

systeme(Aa),(B; B).
> AG=2GB
> AB+GB=3GA
> 3AB+GA=0
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Solutions :

> AG=2GB
AG-2GB=0
~-GA-2GB=0
GA+2GB=0

G est le barycentre du systerfi1) ,(B;2)

> AB+GB=3GA

AG+GB+GB-3GA=0
—4GA+2GB =0

G est le barycentre du syster®; —4) ,(B; 2)
> 3AB+GA=0

3(E+G—B)+ A=0

G est le barycentre du syster® -2) ,(B;3)

Utilisation des sommes vectorielleaMA+ gMB
Soient deux pointé etB tels queAB =10

> ConstruireC, barycentre du systen{e 2) ,(B;3)
ConstruireD, barycentre du systen{ex 3),(B;2)

> Déterminer 'ensemble des poiNstels que :HzanA+ 3MB| =10

> Déterminer 'ensemble des poirMstels que :Hzm+ 3VIB :Haﬁ+ ZWEH
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Solutions :

> C barycentre du systen{&; 2) ,(B;3) etD barycentre du systen{e; 3) ,(B;2)

Ona;x(::gxé etxﬁzgxﬁa

A: : : : : : : : : B
> Ensemble des poin tels que :HZW& 3W3H =10
2MA+ 3MIB = 5MC
Hzm'+ 3@” :HSMEH = 9VC carC est le barycentre deA;2),(B;3)

On veut qu4‘2m+ SWBH =10, donc on veut queMC =10, soit MC =2
L’ensemble des points cherchés est le cercle deet@ret de rayon 2.

> Ensemble des poinM tels que :Hzm+ SMEH =H3|W+ ZWEH

2MA+ 3MB = 5MC
3MA+ 2MB = 5MD

On veut donc qu&MC =5MD soit MC =MD . On a doncdMIC = MD

L’ensemble des points M recherché est la médiamiceegmen[CD]

ll. Barycentre d'un systeme pondéré de 3 points

1. Extension de la définition et des propriétésat systemes a 2 points :

On considére un systéme pondéré de 3 pgiater),(B; 3),(C;y) aveca +B+y#0.

Le barycentre de ce systeme est 'unique p@idefini par :
aGA+ BGB+yGC =0
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Pour tout poinM du plan, on a :

aMA+ SMB+yMC =(a + B+ y)MG
ouencore MG=—2  MA+ B MB+—Y WNC
a+p+y a+p+y a+p+y

2. Exemple de construction :
> SoitG le barycentre du systénfé;1),(B;1) (C;])

AG=1AA+1AB+1AC= 1AB+ JAC=(AB+AC)
3 3 3 3 3

G est le centre de gravité du triangle ABC.

3. Associativité du barycentre :

On peut remplacer deux points d’'un barycentre dysteme de 3 points en remplacant ces 2
points par leur barycentre affecté de la sommecdefficients de ces 2 points (a condition
gu’elle ne soit pas nulle).

Démonstration :
On considére un systéme pondéré de 3 pgiater),(B; 3),(C;y) aveca +S+y#0.

aGA+ 8GB+yGC =0

Si a+p#0, soitH le barycentre d¢Aa),(B; 8), doncaHA+ BHB =0
aHG +aGA+ SHG + GB =0 doncaGA+ SGB =(a + f)GH

Donc (a +B)GH +yGC =0

G est donc le barycentre dél;a + 3),(C;y)

© http://lwww.bacdefrancais.net Page 7 sur 8
Barycentres



4. Autres propriétés du barycentre de 3 points :
» Homogénéité

Le barycentre d’'un systeme de 3 points est inch&rggu’on multiplie tous les coefficients
par un méme nombre non nul.

» lIsobarycentre d’'un systeme de 3 points

SoitG le barycentre du systenféy1),(B;1) (C;1)

On a doncGA+GB+GC =0

G est le centre de gravité du triangle ABC.

» Coordonnées d’un barycentre d’'un systeme de 3 poisit

Le barycentre d'un systen{&; @),(B; 3),(C;y) a pour coordonnées :
a+pf+y
Yo = ay,+BYs + Ve
° a+f+y
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