Dérivation

|. Des exemples pour commencer

1. Fonction carrée

On définit la fonctiorf telle que f (X) = x2 sur[-1;2].
Soient les pointsA(L1) etM (x;x2)OC,
(AM) est une sécante a la couthe

Calculons le coefficient directeur flam ) :

m= v = Ya _ x2-1
Xy Xy X-1

mzw()i_l):x+l si x#1.
X_
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Lorsque I'on « rapproche beaucoup » le pMndu pointA, (AM) devient la tangente a
C; enA

Calculons le coefficient directeur de cette tange8i on « rapproche beaucoup » le pdint
du pointA, cela signifie que dans les coordonnées dg tdnd vers 1 (carf, =1).

Le coefficient directeur de la tangenteferst donc :

Ym yA — — XMZ_
lim =lim = =lim +1) =2
xMﬁl)(NI X Xy —1 XM_l xM_.(XNI )

La tangente eA a la courbe est donc la droite passant¥air de coefficient

directeur2 = IimM.
x-1 X=X,
Onnotef'(}) = Iim ()= 1f(1) C’est le nombre dérivé dd enx=1

La tangente eA admet pour équationy = x2Zb
Et commeA a pour coordonnédd;1), ona = 2-b donch=-

Tangente e\ : y=2x-1

Recherche du nombre dérivé en un point a quelcongiegla courbe :

Le nombre dérivé en un point a quelconque est le efficient directeur de la tangente a la
courbe représentative en ce point a.

Le pointallC,, notons ses coordonnégs a?).
Y =Ya - XY, _ X2-a?
X, —X, X—-X = Xx-a

=X+a Si XZa.

Ce coefficient directeur est égaha=

x2—az _(x—a)(xt+a)
X—a X—a

Et

Pour trouver la valeur du coefficient directeur,fait tendrex versa :

X-a

IimM:Iim(x+a) =2a
X-a x~a

C’est le nombre dérivé de la fonction carréeenf'(a) = 2a

© http://lwww.bacdefrancais.net Page 2 sur 23
Dérivation



2. Fonction inverse

On définit la fonctionf telle que f (x) -1 . On aD, =R’ (signifie toutR sauf 0)
X

Soient les pointsA(%; 2) etM (x;lj OcC,
X

Recherchons I'équation de la tangente &, enA.

La tangente eA est une droite passant paet de coefficient directeun‘iml

1) 1 1- 2
fx)-f| =] -
) (zj_x 2_ x _1-2x 2 _2 -(x-1

x-1 X 2x-1 x -1

1 1
f(x)—f(j f(x)—f(j
- \2)_ —% donc Iiml—z — lim (—Ej )

La tangente eA admet une équation du type= — x#4b et comme elle passe pm(%;zj :

on a2=—4x%+b doncb=4
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L’équation de la tangente@, enAest:y=-4x+4

Recherche du nombre dérivé en un point a quelcongigeela courbe :

Rappel : Le nombre dérivé en un point a quelcoragtide coefficient directeur de la tangente
a la courbe représentative en ce point a.

, (.1
Le pointalC, , notons ses coordonne(ea,—j :

a
1_y 1 1 a-x
. . s - x % _x a 1 _a-x
Le coefficient directeur est égalm= I —Ya = X =X a-_Xxa - - .
X, —X, X-X, X-a x-a xa x-a

. 1
Si x#Za,onam=—-—,
xa

Pour trouver la valeur du coefficient directeur,fail tendrex versa :

||mw =lim (—ij = —_1
x-a  X—-a x-al  xa az

, L. . . 1
C’est le nombre dérivé de la fonction carréaenf'(a) = -
a

[I. Définition du nombre dérivé en x=a — tangente erx=a

1. Nombre dérivé d’'une fonction erx=a

Soitf une fonction définie sur un ensembleet soita un élément d®.
f est définie « au voisinage » de

Le nombre dérivé deenx=a est notéf'(a) et est défini par :

f'(a) =lim X~ 1@
x-a  x-a

© http://lwww.bacdefrancais.net Page 4 sur 23
Dérivation



f(0-f(@) _fa+h)-f(a)

On peut également posgr=a+h. On a alors h
X—a

fa+h)-f(a)
h

Et on obtient {f'(a) = Ir!rr(l)

2. Tangente a la courbe er=a

Soitf une fonction dérivable erra. La tangente a la courbe représentativéate
A(g; f(a)) est la droite passant paret de coefficient directeuf’(a) .

La tangente eA a donc pour équatiog = f' a(xx+b

Par définition, cette tangente passefa: f (a)), doncf @)= f' @ xa+b soit
b=1f(a)-f'(a)xa

La tangente eA a donc pour équatiog = f'(a)xx+ f (a)- f'(a)xa= f'(a)(x—a) + f(a)

A retenir :

La tangente au poit d’abscisse de la courbe représentativefdepour équation :
y=f'@x-a)+f(a)

I1l. Fonctions dérivées et dérivées de fonctions uslles

1. Fonction dérivée d’une fonctionf
Définition :
Si une fonctiorf est dérivable en tout poiatd’un intervallel, on appelle fonction dérivée de

f surl la fonction qui associe a tout réellde nombre dérivé dieen ce point, et on note
f' cette fonction :

o
Xt f'(X)
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2. Dérivée de fonctions usuelles

Les formules encadrées de ce chapitre sont a dompair coeur (ou a savoir retrouver).

> Fonction constante :

Si f(x)=k alors f'(x)=0

Démonstration :

f(x)-f(a) _k-k
X—a _x—a

=0 si x#za

Quelque soik# a, on a IimM =0
x-a  X—a

Donc f'(a) =0 pour touta.

> Fonction affine :

Si f(X)=mx+p alors f' k)=m

Démonstration :

f(x)-f(a) _mx+p-(ma+p)_m(x-a)

=msi x£a
X—a X—a X—a
Quelque soik# a, on a lim L;(a) =m
X—a X —
Donc f'@)=m pour touta.
Exemples :
f(x)=x donc f'(x)=1
f(x)=4x-4 donc f'(x)=4
f(X) =3-2x donc f'(x)=-2
7 7

f(X)=—x donc f'(x)=—

(x) p (X) p
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» Fonction carrée — fonction trindbme :

Si f(x)=x2 alors f'(x)=2x
Si f (x)=ax2+bx+c alors f" X F 2x+b

Démonstration pour x2 :

f(x)-f(a) _ X2—a? _ (x+a)(x—a)
X—a X—a X—a

=x+a six#za

Quelque soik# a, on a IimM =2a
x-a  X—a

Donc f'(a) =2a pour touta.

Exemples :
1 .
f(x):zx2 donc f'" X Fx
f(X)=2x2+4x- 4 donc f'(x)=4x+4
f(X)=—-x2-7 donc f'(x) =—-2x
f(x):§x2+zx donc f’(x):§x+Z
4 4 4 4

> Fonction inverse :

Sif()== alors F'(X)=-—
X X

Démonstration :

1_1 a-x
0010 _xa_a _ 1A L
X—-a X-a X-a Xxa Xx-a Xa
Quelque soik# a, on a im =@ __1
X-a X—a a2

Donc f'(a) :—iz pour touta.
a
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» Fonction racine carrée :

Si f(x)=+/x alors f(x)-i

24/x

x=0 x>0

Démonstration:

Soientx=0eta=0

f(0-f(a) _Jx—va_(Vx-Va)(Vx+da) 4
x-a X-a (x—a)(&+J5) (x—a)( X + a)

. . f(X)-f(a) 1
uelque soix# a, on a lim =
Quelg Im = =37
1
Donc f'(a) =—— pour touta.
@=a P

» Fonction puissance 3 — puissande:

x+\/_

Si XxX#a

Si f(x)=x> alors f'(x)=3x2
Si f(x)=x" alors f'(x)=nx""

Démonstration pourf (x) = x° :

f()-f(a) _x*-a’ _ (x-a)(x2+ax+a? = 24 ax o+ a?
X-a X-a x-a

Six#Za

Quelque soik# a, on a |imM
X-a X—a X—a

Donc f'(a) =3a2 pour touta.

Exemples :

f(x)=x donc f'(x) =7x°
f(x)=x* donc f'(x) =4x°
f(x)=x® donc f'(x) =33x*
f(x)=x7 donc f'(x) =-3x"

=lim(x +ax+a?) =a2+a2+a2=3a2
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» Fonction sinus et cosinus :

Si f(xX)=sinx alors f'(x)=cosx

Si f(x)=cosx alors f'(x)=-sinx

3. Opérations sur les fonctions dérivables

Les formules encadrées de ce chapitre sont a dompar coeur (ou a savoir retrouver).

» Dérivée du produit d’'une fonction par une constante

Si f(x)=ku(x) alors f'(x) =ku'(x)

Exemples :

f (x) =5x* donc f'(X) =5x4x°> = 20¢°

F(x)=> donc £(%) =3(—ij -3
X X2 X2

» Dérivée d’'une somme de fonction :

Si f(X)=u(x)+v(x) alors f'(x)=u'(x)+V'(X)

Exemples :
f(X):5X4+3X3—%X—2 donc f'(x)=5x4x>+ 3x 3(2—%: 204 + 9(2__;
1 : 1
f(X) =4x2+— donc f'(x)=8x-—
X X2
f(X):X3+§ donc f'(x):3x2+3(—i)= 3(2_3
X X2 X2

> Dérivée d'un produit de fonctions dérivables :

Si f(X)=u(x).v(x) alors f'(x)=u'(x).v(x)+u(x)V(x)
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Exemples :

> f(X)=(2x+1)(3X- 4)
On pose u(x) =2x+1 et v(X)=3x-4
On obtient  u'(x) = x et V(X)=3

Donc f'(x)=2(3x—4)+ 3(X+ L
f'(X) =6x—-8+6x+ 3
f'(x)=12x-5

» f(X)=(—x2+2)(2x+5)
On pose u(x) =-x2+2 et V(X) =2x+5
On obtient  u'(x) =-2x et V(X)=2

Donc f'(x)=-2x(2x+ 5)+ 26x 2+ 2
f'(X) =—4x2-10x— X 4=- & = 1@+ .

> (X)) =(x+2x+ D)3+ 2)
On pose u(x) = x2+2x+1 et v(X) =-x>+2
On obtient  u'(x)=2x+2 et V/(X) = —-3x2

Donc f'(x)=(2x+2)(-xX*+2)+ - Xk 2+ X+ 1
/() = 2(x+ DX + 2)+ XA+ 1f
F'(%) = (x+1)( 26X + 2+ X )+ 1)
f'(X) = (x+1)(-2% + 4- 3¢ - ?)
f'(X) = (x+1)(=5%° = 32 + 4)

> Dérivée de I'inverse d’'une fonction, d’'un quotientde fonctions :

u'(x)

[u(]”

S f(x)=T1X) alors f'(x) = -

Si () =¥ alors £(x) =Y (VI ~URV(Y)

v(X) [v(x)]2

Exemples :

> “XF%_Z
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On poseu(x) =4x—2 doncu'(x) =4

4
f'(x)=-
) (4x - 2)?
oy — 4  _ 4 _ 1 _ 1
F'() =~ =- =- = - ,
(4x-2)2 162> 1&+ 4 &2 4+ 1 (2= 1
> f(x):_—3
2(5+ 2x)
f(x):__'?’_;
2 5+

On poseu(x) =5+ 2x doncu'(x) =2
)=z S
2 5+2)2 (5+ X )

4x+1

7 =5

On pose u(x) =4x+1 donc u'(x)=4
Et v(X)=3x—-2 donc V(x)=3

4(3x - 2)- 3(&+ 1)
(3x -2y
12x-8-1%- 3 -11
(3x-2f  (X-2F

F'(x) =

F'(x) =

2X

> f(X)=————
() X2+ 2x+1

On pose u(x) = 2x donc u'(x)=2
Et V(X) =x2+2x+1 donc V(x)=2x+2

_2(x2+ 2+ 1) X (X + 2
- (x2+2x+1f
2(x+1¥ - 4x (x+ 1)
(x+1)*
2(x+1)—-4x  —-X+ 2
(x+1° e+

£'(x)

£'(x) =

f'(x) = si xz-1
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> f(x)=

4x-1
On pose u(x)=x2 donc  U'(x)=2x
Et v(x) =4x-1 donc V(x)=4
, 2X(4x—-1)— 4x?
fr(x) = 2D
(4x-1)

8x2— x—4x2_ K= X _ X (X- 1
(4x-1F  (x-1F (&- 15

f'(x) =

4. Dérivées de fonctions composées du typéx) = v(ax+h)

Si f(X) =v(ax+b), alors f'(x) =av'(ax+b)  avecv une fonction dérivable

Conséquences :

Si f(x) =(ax+b)", alors f'(x) =an.(ax+b)"™*

Si f(x)=vax+b, alors f'(x) =

(avecax+b>0)

a
2Jax+b

Exemples :

> f(x)=(2x-1)2
f'(x)=2.2.(%~ 1
f'(x) =8x—-4

> f(X)=(/3x+7)
f'(x) =43\ X+ 7
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Eo)
> f(x)=2—

4-x
On pose u(x)=(—%x+3j donc u’(x):2(—%j(—%x+3j=—(——;x+ 3)
Et V(X)=4-X donc V(x)=-1
o —(—;x+3j (4-x)- (—1)(—;x+ 3)
f'(x) = 3
(4=x)
(prfocor{-3)
' 2 2
f'(x)= 5
(4-x)
(e
fy=-2 A2
(4-x)

I\VV. Recherche de tangentes a la courbe dérivée d’arfonction

On rappelle que I'équation de la tangente est fiertae : y = f'(a)(x—a) + f (a)

1. Premier exemple

On pose :f (x) = x*—3x®

Calculons f'(x) : f'(x) =3x*—6x

» Tangente aC, en (0;0) : T,

Le point (0;0]C, .
f'(0)=0et f(0)=0 doncT,:y=0

T, est 'axe des abscisses.

Important :

Si f'(a) =0, la tangente au point d’abscissest paralléle a I'axe des abscisse.
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> Tangente aC,en A(-1,-4) : T,

Le point A 1-4Y1C, .

f'(-1)=9et f(-1)=-4 donc T,:y=9(x+1)-4
T,:y=9x+9-4
T,:y=9x+5

> Tangente aC, en B(1,-2) : T,

Le point B (1- 2IC; .

f'Q)=-3et f(1)=-2 donc T;:y=-3(x-1)-2
Tg:y=-3x+3-2
Tgry=-3x+1

2. Deuxieme exemple :

Soit la fonctionf qui ax associef (x) =3x> — 4x + 1 définie surR et C sa courbe
représentative.

Déterminer dans chacun des cas suivants les caoédertles points d& ou la tangente :

a) admet 5 pour coefficient directeur.
b) est parallele a la droite d’équatign=x+2.

c) est paralléle a la droite d’équatign= —5x+ 2.

Solutions :

Tout d’abord, calculond'(x) :
f'(x) =9x* -4

a) Tangente de coefficient directeur 5.

L’abscisse a du point dé ou la tangente a pour coefficient directeur 5fieri f'(a) =5.
9a°-4=5

9a’=9

a’=1

donca=1 ou a'=-1

© http://lwww.bacdefrancais.net Page 14 sur 23
Dérivation



Il existe donc 2 tangentes de coefficient directeqgui sont les 2 points de d’abscisses 1 et
-1:

AL;0) et A'(-L2)

T,:y=5(x-1)+0 et T,:y=5(x+1)+2
T,:y=5x-5 et T,:y=5x+7

b) Tangente paralléle a la droite d’équatipa X+ 2.

Si la tangente est paralléle a cette droite, eléeraéme coefficient directeur, donc on
recherche les tangentes de coefficient directelia fiuestion est alors semblable a la
précédente.

L’abscisse a du point dé ou la tangente a pour coefficient directeur 1fieeri f'(a) =1.
9a°-4=1
9a’°=5

a’==

9

5
donca=,/-=—— ou a'=—-,|-=-—=
9 3

et -5,
3

B(ﬁ;g—w_sj ot B,( £;9+7\/_5J
3 9 3" 9

c) Tangente parallele a la droite d’équatips —5x + 2.

Ce sont les tangentes de coefficient directeur -5.
L’'abscisse a du point dé ou la tangente a pour coefficient directeur 1figri f'(a) =-5.

9a°-4=-5
9a’=-1

1 . : : . N L
a’= —5 cette équation n’a pas de solution (un caer@eut pas étre négatif).

Il n'existe pas de tangente paralléle a la droiégulationy = -5x + 2.
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V. Dérivée et sens de variation d’'une fonction

@ Chapitre trés important !

1. Théoreme donnant le sens de variation a partirdsigne de la dérivée :

Soitf une fonction dérivable sur un intervalle

- Si pour toutx del on a f'(x) =0 alorsf est croissante siir
- Si pour toutx del on a f'(x) <0 alorsf est décroissante sur

- Si pour toutx del on a f'(x) =0 alorsf est constante slir

2. Exemples d'utilisation :

» Comment utiliser ce théoreme ?
Lorsqu’on souhaite étudier le sens de variation d’'ne fonction f sur un intervallel :

- On calculef’(x) surl .
- On étudie le signe dé'(x) surl .
- On en déduit le tableau de variationfder| .

» Exemples:

Dans les exemples suivants, préciser I'ensembdgtieition de la fonction a étudier et
donner son tableau de variation.

1*" exemple :
f(X)=x2-4x+3

Ensemble de définitionD, =R
f'(x)=2x-4
On voit quef'(x) =0 si x=2
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Tableau de variation de

X —00 2 +0o
Signe def’'(x) - 0 +
Variations def (x) \ /
-1

f (X) admet un minimum égal a -1 poxeE 2.

Si on trace la courbe :

2éme

exemple :
4x+1
f(x)=
(x) 1

f (X) existe si le dénominateur est différent de 0, ddnct1# 0 soit X # -1
Donc D, =]~e0;=1] O ]~1;+0o]
Calculonsf'(x) :

On pose u(x) =4x+1 donc u'(x)=4
et v(x)=x+1 donc V(x)=1

Ax+1)-1U4x+1)_ 3

Onaf'(x)= 5 5
(x+1) (x+1)

Pour toutx# -1, onaf'(x) >0
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Tableau de variation de

X —00 -1 +oo

Signe def’'(x) + +

Variations def (x) / /

Si on trace la courbe :

I I L B A I T I i 3 4 5 6 F & 9 0 11 12

3éme

exemple :
f(x)=3x>-4x+1

Ensemble de définitionD, =R
f'(x) =9x2-4
f'(x) = (Bx—2)(X+ 2)

On voit que f'(x) =0 si ng ou Six:_%

Tableau de variation de

2 2
X —00 - — +00
3 3

Signe def'(x) + 0 - 0 +

25
Variations def (x) / 3 \_7/
9
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Si on trace la courbe :

4°™ exemple :
f(x) = (x+1)(2x-1y
Ensemble de définitionD, =R

Calculonsf'(x) :

On pose u(x) = (2x -1y donc Uu'(xX)=2x2x(x-1)= 4(x- 1
et V(X) =x+1 donc V(x)=1

Onaf'(x)=1(2x-1F + 4(Xx—- D&+ 1
£/(x) = (2x=1)((2x - D+ 4+ 1))
F/(x) = (2x=1)(2X - 1+ &+ 4)

f'(x) =(2x-1)(6x+ 3)

On voit que f'(x) =0 si x:% ou Si)(:—g:—

N -
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Tableau de variation de

1 1
X —00 - — +00
2 2

Signe def'(x) + 0 - 0 +

2
Variations def (X) / \ /
0

Si on trace la courbe :

> Encadrement d’'une fonction sur un intervalle :

Déterminer a I'aide du tableau de variation un érement de I'image l'intervallé =[-1; 2]
pour les fonction$ suivantes :

» f(x):xi_3

D, =] O] 3ivee
o 1

o= (x-3)°

Surl =[-1,2], f'(x)<0
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Tracons le tableau de variationfdgurl =[-1;2] :

X -1 2
Signe def'(x)

1
Variations def (x) 4 \
-1

f(—l):—% et f(2)=-1

D’apreés le tableau de variation, I'image He[-1;2] parf est I’intervalle{—l;—ﬂ.

-3x2-2x- 27
(x2-9F
(x2=9) > 0 quelque soitx(0 D, donc f'(x) est du signe de3x2— 2x— 27.

f'(x) =

Etudions le signe de3x2— 2x— 27 :

A =4-4(-3)-27)< Cdonc-3x2- 2x- 2< Csurl =[-1;2], donc f'(x) <0 surl =[-1;2].

Tracons le tableau de variationfdgurl =[-1;2] :

X -1 2
Signe def'(x) -

1
Variations def (x) 4 \ 7
5
. }}
’4 .

g~

D’apreés le tableau de variation, I'image He[-1;2] parf est I’intervalle{—
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VI. Dérivée et extremum local d’une fonction

1. Définitions :

Soitf une fonction définie sur un ensemble

- Dire que f(x,) est un maximum local desurD signifie qu’il existe un intervallé
contenu danB tel que pour touk 1, on ait :

F(X) < (%)

Maximum
local f(xo)

\

- Dire que f(x,) est un minimum local diesurD signifie qu’il existe un intervallé
contenu danB tel que pour touk 1, on ait :

F(X) 2 f(x)

Minimum
local f(Xo)
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Exemple :

Dans le 8™ exemple du V.Z.%3 est un maximum local obtenu poxr —%, et —gest un

- 1
minimum local obtenu poux:E.

2. Extremum et racine de la dérivée :

Soitf une fonction définie et dérivable sur un intereauvert
X, O1, alorsf'(x,) =0.

. Sif admet un extremum en

Soitf une fonction définie et dérivable sur un interealvert

. Si la dérivéef'de f

s’annule et change de signe en un pajifl | , alors f (x,) est un extremum de la fonction.
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