Limites de suites

. Généralités sur les limites de suites

1. Suite convergente

On considere qu’une suite admet une lirjt@u converge vets lorsque :

tout intervalle ouvert contenahtontient tous les termes de la suite a partir demtain rang.

En termes plus formels :

Quelque soien, b tels qué O]a,b[ , il existe un rand\ tel que pour tout indice, on ait :
n>N=u, O]a,b|

Interprétation graphique :

+

A partir d'un certain rang, tous les points deddessont a l'intérieur de la « bande »
délimitée pam etb.
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Exemples :

lim —=0
n— 4o n2

La suite converge vers 0.

> u =1+(0,1)
1) 1
u-1=0,1y=|—| =—=10"
1= (0.2 [loj

La suite de terme, —1converge vers 0 donc la suite de tempeonverge vers 1.

2. Suites de référence de limite nulle

11 i, g" avec0< g<1sont des suites qui

N

. .1
Les suites de terme général
n

5

convergent vers 0.

Exemples :

> lim (EJ =0 car0<%<1

n - +co

3. Suites de limite infinie

Certaines suites ont une limite infinie.

Soit la suite de terme génena|.
S’il existe un randN a partir duquell, est supérieur a n’importe quel nombre positif, slor
lim u, =+

n - +oo

Exemples :

> Soit la suite de terme généng|=4".
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lim u, =+

n - +oo

> Soit la suite de terme général=n°.

lim u, =+

n - +oo

Les suites de terme général n?, n°, /n, q" avecq>1 tendent versrw.

4. Suites divergentes

Une suite est divergente si elle n’est pas conveege

Donc une suite est divergente si :
- Elle a une limite infinie —co ou +oo
- Elle n’a pas de limite.

Exemples :

> u =n’-6,0ona limu =+ donc la suite est divergente.

n — +oo

> u,=(-1)":onau,=1,uy =-1, u, =-1, u, =-1... donc la suite est divergente.

[I. Calcul de limites de suites

1. Cas ou la suite est donnée sous la formd, = g(n)

Soit une suite de terme généwgl=g(n) .
Si lim g(x) =1, alors limu, =1
X — +00 n

.

Exemple :
+
Soit la suite de terme géneng| = 3n 1.
n+4
3x+1
On poseg(x) = ——-.
poseg(x) =~
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Calculons la limite deg(x) quandx — +oo :

3x+1 g L
+

lim g(x) = lim X1 im X —jim X

X - +00 X—teo X+ 4 x—+0 X+4 X — +00 4

I 1+i

X X

Comme lim 1: lim f':O, onalim g(x :2:3

X—>+°°X X—>+°0X

Donc lim u, =3. La suite converge vers 3.

n — +oo

2. Théorémes des gendarmes

» Théoreme des gendarmes pour une limite finie :

Soient(u,), (v,) et(w,) trois suites telles que a partir d’'un certain rangait :
u, <V, Sw,
Si (u,) et (w,) convergent vers(l R ), alors(v,) converge aussi vets

Démonstration :

Soit une suitgv,) .

On suppose qu'il existe deux sui(es) et (w,) telles que :
— a partir d’'un certain rang, on aif <v, <w,

= (u,) et(w,) convergent verk

Puisque(u,,) converge ver§ tout intervalle ouvert contenaintontient tous les termes de

(u,) a partir d'un certain rang. De mérfwe,) converge ver§ donc tout intervalle ouvert

contenant contient tous les termes ¢®;,) a partir d'un certain rang.

Comme a partir d’'un certain rang, omg< v, <w,, V,, on peut en déduire que tout
intervalle ouvert contenahtontient tous les termes @e ) a partir de d’un certain rang.

Donc (v,) converge aussi vets
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» Théoreme des gendarmes pour une limite infinie :

Soient(u,) et (v,) deux suites.
- Si, a partir d’un certain rang, on a,; = v, et (v,)tend vers+oeo, alors la suitgu,) tend

également versgoo .
- Si, a partir d’un certain rang, on a,;<v, et (v,)tend vers—c, alors la suitgu,) tend

€galement versoo .

3. Opérations sur les limites de suites

Les théoremes sont les mémes que pour les op&atimtes limites de fonctions :

» Limite d’'une somme de suites

Si limu, =l et limyv,=I"alors:

n - +oo n - +oo

lim (u, +v,) =1+

n- +oo

» Limite du produit par un nombre

Si limu, =l alors limkxu, =kx| (kOR)

n - +oo n— +oo

» Limite d’'un produit de suites

Si limu, =l et limv,=I"alors:

n - +oo n— +o

lim (u, xv,) = xI"

n - +oo

» Limite d'un quotient de suites

Si limu, =l et limv,=I"alors:

n - +oo n— +o

. (u I
lim | —|=—
nvol v )|

4. Cas particulier des limites de suites geomeétriags
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Soit une suite géométrique de terme général q".

Conditions surq Limite Exemple
gs-1 g" n'a pas de limite (-1,1) n’a pas de limite
-1<g<1 a4 =0 n“ﬂ‘w(%)n -
q=1 r![r[lw q" =1 (u,est constante) nIiﬂrgml” =1
a>1 Jim o = e Iim (1.0001) =+

5. Exemples de limite de somme des termes conséfsuti’'une suite
géomeétrique

Exemple 1:

1 1 1 1 1 A . o
S=1+—+=—+=+—+..+—+ .., somme des termes consécutifs de la suite géamuétde

2 4 8 16 2
terme général, = (%)

On poseS, :1+1+—1+—1+—1+...+—1 avecnUN
2 4 8 16 2
OnaS= IlimS,
n+l
H[2)
Or Sn :—1
1-=
2

n+l
lim S, =2 car lim S, :(%j =0 donc S=2

n - +oo n - +oo

Exemple 2 :

S:1+i+i+—1 + +—1+

10 100 1000 =~ 10
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Sn :1+i+_1+_1+ +_1

10 100 1000 =~ 10

-1 9
10
10

) 10
IimS =— donc S=—.
S 9 9

n- +oo

. 1—(110jn+1 _ 10(1—(0,])”+1)

6. Cas particulier des limites de suites arithmétiges

Soit une suite arithmétique de terme générat u, +nr .

- Sir>0, limu, =+,

n- +oo

- Sir<0, limu,=-o0,

n- +oo

Exemple :

Soit la suite de terme géneéengl =u, —0,001xn avecu, =-12.
Ona limu, =-w.

n- +oo

lll. Probléme d’application de calcul de limite

1. Premier probleme

Soit la suite de terme génénaldéfinie par :
1
U, =5 etu,, ZEU” +1

1 — Calculer les 5 premiers termes de la suite.
2 — Montrer que la suite de terme généfat u, —2est une suite géometrique.

3 — En déduire une expressionyje puis deu,, en fonction den.

© http://lwww.bacdefrancais.net Page 7 sur 12
Limites de suites




4 — Montrer que la suitéun) est décroissante et minoree.
5 — Déterminer linu, .
n- +oo

6 — Exprimer, en fonction dg la sommeS, =u,+u, +u,+...+U,.
7 — La suite(S, ) est-elle convergente ?

Solutions :

1 — Calculer les 5 premiers termes de la suite.

U, =5
ulziuo+1zé><5+1=—7
2 2
u2:£u1+1——1><—7+1—£1
2 2 2 4
u3:1u2+1=1-><£|-+1:i9
2 2 4 8
[
u4:1u3+1=1-><1—9+1:&‘
2 2 8 16

2 — Montrer que la suite de terme général/,, = U, — 2est une suite géométrique.

V,=u,—2
1 1 1
doncv,,, =u,,,-2=-u,+1-2=—u, - 1=—- (U, - 2)
n+l n+l 2 n 2 n ZUn J
1
Vn+1:§(un_2):1
A u,—2 2

, . . .1
La suite(v,) est donc géométrique de ralsezm

3 — En déduire une expression d¥, , puis de U, en fonction den.

(v,) est donc de la forme,q".

V,=u,—-2=5-2=3etq =%(raison) donc :
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Or v, =u, -2 doncu, =vn+2:2—3:1+2

4 — Montrer que la suite (un) est décroissante et minoree.
3
u, = E +2

Pour toutnON, on azin >0 doncz—?:+2> 2 doncu, > 2. La suite est minorée par 2.

Cherchons le sens de variation(@e) . Pour cela, cherchons le signeug - u,.

3

3 3(1
U, U =—7+t2-——-2=——--1
mLoTn g 2" 2’(2 j

3

2"

3 3 3.3 x2 3
+l_u = at2- _F_?_ 21+1_ 2+1__ 2+1

n 2n+1
Pour toutn, on a2™* >0, donc—% <0. Donc pour touh, on au,,, —u, <0.
2

u

n

La suite(u,) est décroissante.

5 — Déterminer lim u, .

n — +oo

u, =3+2=3(1j +2
2" 2

Or lim (lj =0 car0<%<1, donc lim u, =2.

n - +oo 2 n- +oo

6 — Exprimer, en fonction den, la somme S, =u, +U, +U,+...+U, .

—[94+3 3 3 S
sz {2 og)r A(23)

- LI S TR SR
Sn—2(n+1)+3(20+21+22+...+21J 20+ 1)F€}2+ 2+ s j

2
n+l
1.1 1 1_(;) "™
Orl+=+—+. +—=—2/ -1 |-
r +2+22+ +2n 1 2{ (2] J
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Donc S, =2(n+1)+ 6{1— (%)m J

7 — La suite (Sn) est-elle convergente ?

n+1 n+1
lim (lj =0 car0<%<1, donc lim 1—(%) =1.

n- +oo n - +oo

lim 2(n+1) =+c0

n - +oo

Donc Iim S, =+

n - +oo

2. Deuxiéme probleme

Soit la suite de terme génenaldéfinie par :

u,+20
u=0etu,, =—"

1 — Calculer les 5 premiers termes de la suite.

2 — Montrer que la suite de terme généfat u, —5est une suite géometrique.

3 — En déduire une expressionyje puis deu, en fonction de.

4 — Montrer que la suitfu, ) est croissante et majorée.

5 — Montrer que la suitéun) est convergente et déterminer sa limite.
6 — Exprimer, en fonction dg la sommeS, =u, +u, +u,+...+U, .

7 — La suite( S, ) est-elle convergente ?

Solutions :

1 — Calculer les 5 premiers termes de la suite.

, =0
U1:O+ 20:4
5
4+20 24
u, = = —
5 5
24
_€+20_124
U, = =—
5 25
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124
. _ 25720 624
7l

5 125

2 — Montrer que la suite de terme généraV/,, = U, —5Sest une suite géométrique.

V,=Uu,-5
+ -
doncvnﬂ:unﬂ—S:un 20—5:u" >
5 5
V,+5-5_v,
Vewn == T ¢
5 5

. . . .1 :
La suite(v,) est donc géométrique de ralsgm son premier terme es} =u,—-5=-5

3 — En déduire une expression d&), , puis de U, en fonction den.

(v,) est donc de laformeq" : v, = —5(%)

Ou encorev, = oL

1
5n -1

v, =u,-5doncu, =V, +5=v =5-

4 — Montrer que la suite (un) est croissante et majorée.

Calculonsu,,, —u, :
1 ( 1 j 1. 1 _ -5 4

-u,=5-= —
5n

5n—1
4
Pour toutnON, = >0 doncu,,, -u, >0

La suite(u,) est donc croissante.

De plus,u, =5- avec

o ol >0 pour toutnON, doncu, <5 pour toutnJN.

La suite(u,) est majorée par 5.

5 — Montrer que la suite (un) est convergente et déterminer sa limite.
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n-1
Or lim u, :(%J =0 car0<é<l, donc lim u, =5.

n - +oo n- +oo

La suite(u,) converge vers 5.

6 — Exprimer, en fonction den, la somme S, =u, +U, +U,+...+U, .

—0+[5-L)4[5- L 1
sn-o+(5 50J+(5 51j+...+ 5—5n_lj

1 1 1 1 1
=65n-| Z+S+.+—|=0—| I+—+ .+ —
S (5" 5 j 5 3 j

S;Sn—ﬁ

1-

s-so- (3

gl

7 — La suite (Sq) est-elle convergente ?

lim E =0 car0<£<1,donclim1— E =1.
no+o| 5§ 5 no 4o 5

lim 5n =+

n - +oo

Donc Iim S, =+

n - +co
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