Fonctionsnumériquesd’'une variableréelle

Dans la suite,f est une fonction de R dans R et son ensemble detméf est noté R

On note alors :
Df = {x U R ; f(x) existe}

On note Gsa courbe représentative.

|. Limites :

Si X[1D¢, on admet que pour les fonctions rencontrées,lmn(a—xo) f(x) = f(Xo) .
-> Prononcer : la limite dd de x quand x tend verg gst f de X%

En général, on recherche les limites aux bornesrtes de P

1. Limites usuelles :

Une fonction polynéme a la méme limite en o que son terme de plus haut degré.

Exemple: lim(x— -o) (2x*-x2+1) = lim(x— -) 2X%= -

Une fonction rationnelle a la méme limite en fo que le quotient de ses termes de plus

haut degre.
2 — 2
Exemple: lim(x— +c0) 2X+ 31 = lim(x— +oo)2—x =lim(X— +o) 2X = +oo
X X

Remarque :

2 —
Limite en — 3 de f(x) 2x-l
X+3

lim (x— -3) (2x2-1) = 17
lim (x— -3) (x+3) =0

2 —

Donc 2x -1 tend vers 4 ou - .
X+3

2x2-1
X+3

Or : lim (x— -3") (x+3) = 0 donc lim(x-~-3") +00
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lim (x— -3") veut dire que x se rapproche de la valeur -3srailui restant supérieure
(exemples : -2,95 ou -2,999...) donc la limite de s&€3approchera de 0, mais sera une
valeur positive (-2,999+3=0,001>0) notée Donc la limite est .

. : . L 2x2-1
et lim (x— -3) (x+3) = 0 donc lim(x—>-3) T3 = -0
X
Ici, lim (x— -3) veut dire que x se rapproche de la valeur -3sreailui restant inférieure
(exemples : -3,05 ou -3,001...) donc la limite xie 3se rapprochera de 0 mais sera une

valeur négative.

2. Théorémes de comparaison :

Si, pour x suffisamment proche de 0, on af|(x) | < u(x) avec lim(x— 0) u(x) = 0, alors :

lim(x— 0) f(x) = 0

Exemple d’application :

Trouver : lim(x— 0) x.sin1
X
Six#0,0na-Ksin= <1 (cf. propriétés de la fonction sinus)
X
. -1
Donc si x > 0, on a alors : sxx.sin— <X
X

et six <0, on a alors :xx.sin— <-x (inversion du sens de l'inégalité lorsqu’on
X

multiplie par une valeur négative)
1
Donc, dans tous les cas : | XxSif< |x|
X

Comme lim(x~ 0) x = 0, grace au théoreme exposeé ci-dessusguatncpnclure que :

lim(x— 0) x.sinl =0.
X

Si, pour x suffisamment grand, on a f (x) —m| < u(x) avec lim(x— +o) u(x) = 0, alors :

[IM(x— +c0) f(X)=m
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Exemple d’application :

4sinXx + 3x

-

Trouver lim(x— +o) f(x).

4SinX+3X 4sinx+3x 3x-13 4SinX+3
f(X)—S: -3 = _ —
x-1 x-1  x-1  x-1
Or:-1<sinx<1
-1<4sinx+3X7
Pour x>1, 0onax-1>0, dOI‘lCTl < 4SInX+3XS 7
x-1 x—1 x—1

_—15f(x)—ssl
x—1 x—1

Comme_—7< _—1pourx> 1,ona:f(x)-3]|< ILI
Xx-1 x-1 x-1

. 7 " s L
Comme Or lim(x> +) e 0, grace au théoréme exposé ci-dessus, on peut
X —

conclure que :
lim(x— +o) f(x) = 3

3. Limites d’'une fonction composeée :

Si lim(x—Xg) g(X) = % et lim(y—yo) h(y) = 2

alors lim(x—xg) (hog)(x) =

Remarque : (hog)(x) est équivalent a h(g(x)).

On suppose queyXx! Dr ou que ¥ est une borne ouverte de & que yL Dy ou que y est
une borne ouverte degD

Exemple 1 :f(x) = vx2+1

Trouver lim(x— +o) f(x).
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On peut décomposdércomme suit : X— X2+1— +/x2+1

On pose donc une fonctidm telle queh(x) =/x
Et une fonction g telle que g(x) = x2+1

On a: f(x) =h(g(x)) =(h>g)(x)

Or lim(x— +o0) (x2+1) = lim(x— +o0) g(X) = +oo
et |Im6§ +00) \/V:: ||m(y_> +oo) h(y) = 400

donc lim(x— +0) h(g(X)) = lim(x— +) /x2+1 = +oo

Exemple 2: f(x) = SIn3x

Trouver lim(x— 0) f(x)

On peut décomposdércomme suit : X—> 3x— sin3x
X
On pose donc une fonctidm telle queh(x) = s:any = 3'S|ny
A

Et une fonctiong telle queg(x) =3x
On a donc :f(x) =h(g(x)) =(heg)(x)

lim(x— 0) g(x)=Ilim(x— 0)3x=0

v

liméy 0) h(x) = lim(y— 0) 3.L;y =3

S|n3x: 3

Donc lim(x— 0)
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4. Interprétation graphique des limites :

Silim(x— Xg) f(X)== o, alors Gadmet une asymptote d’équation X X

A A

v

X = Xo X:%o

Si lim(x— to) f(X)=yp, alors Gadmet une asymptote d’équation ys=y

4
lim(x— -0) f(X)=yo

= /
Y=Yo

A
lim(x— +00) f(X)=Yyj

»
»

v

Silim(x— xo) f(X)=zxo, il estimpossible de conclure a priori.
Dans ce cas, la droite D d’équation y = mx + puest asymptote de;@u voisinage de b si
lIM(x— +o0) (f(X)—(mx+p))=0.

Si cette limite est 0+, {&st au dessus de la droite D au voisinaged«de +

Il est parfois utile de connaitre la position dgp@r rapport a la droite D sur tout I'ensemble
de définition B de la fonctionf (et pas seulement en + ow?). Pour cela, il faut étudier le

signe def (x) — (mx + p).
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x3+1
X
Quel est I'ensemble de définition fle? Déterminer les limites aux bornes ouvertes det D
les asymptotes (essayer avec une courbe d’équatiot...)

Exemple : f(x)=

Ensemble de définition : la seule contrainte estlgudénominateur ne doit pas étre égal a 0,
donc on a obligatoirement#O0.

Donc D = R* (c’est-a-dire tout R, sauf 0).

Il faudra donc chercher les limites em+-00, 0" et 0 (ce sont les 4 bornes ouvertes de
'ensemble de définition).

Limites en +o et -o :

3 3
X*+1_ X _
= lim(X— to0) — = lim(X— £o) x2
X

lim(x— +o0)

Donc lim(x— +o) f(x)=Ilim(X— -0) f(Xx)=+0o

Limitesen O :

lim(x— 0)x=0" et limx>0)x**1=1 donc lim( 0" f(x)= +o
im(x— 0)x=0 et limx> 0)x*+1=1 donc limx 0) f(x)= -
Ct admet une asymptote d’équation x = 0.

La droite d’équation y = x2 est-elle une asymptigeG ?

lim(x— to0) f(x)—x2 = Iim(x—>ioo)% =0

Donc la droite d’équation y = x2 est bien une astptgpde ¢au voisinage de + etos .

Il. Bijections :

1. Définition :

f est une bijection de | sur Jfsest une application de | sur J et que pour tautlyil existe
un et un seulxtl telque f k)=y.

¢ Différence avec une fonction : pourlyd, il peut exister plusieurs x tels gdiex €V .

La fonction carréef (x) = x2est une bijection de [0 ;e[ sur [0 ; +e0 [, mais n’est pas une
bijection de R sur R.

Il est donc important de toujours préciser sur gjugkrvalles on se place.
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Par exemple, pour y = 4, sur R on peut avoir xoe1 X = -2. En revanche, sur [0 ¢of une
seule valeur de x existe telle qui€x) = y = x2=4, a savoir X=2.

2. Image d’'un intervalle :

L’'image d'un intervalle par une bijection est uteirvalle.

De plus, f ([a,b]) =[f (@), f (b)] ou [f (b), f (a)]

Si a est une borne ouverte, on écrit : ] lim(a) f (x), f (b)]

Exercice d’application :
Montrer que la fonctiori telle quef (x) = 2x2 + 1 est une bijection de [0 ¢ot[ Sur [1 ; +oo].

Soit > 1, on résout I'équation 2x2+1 5y
2x2=yp—-1

Si x>0, on ax:1/y°7_1

Pour tout y> 1, il existe un > 0 unique tel quegr f(X,). La fonctionf est donc une
bijection de [0 ; +o [ sur [1; 4o [.

x2:—y°_1>0
2

Théoreme :

Si f est une fonction dérivable et strictement monotonsur 'intervalle |,
alors f est une bijection de | sur f (I).
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Exemple : f (X) =x —sin X

f est dérivable sur R.

De plus f ’(x) =1 — cos x. Sur I’intervalleg;%z[ on a f ’(x) > 0 doncf strictement

monotone, don¢ est une bijection deg;%n[ sur]f (g); f(%n) [= ]%—J;%]2 +1].

De plus :

Si f est une bijection de [a ;b] suf[a ; j(b)] et f(a).f(b)<O
alors I'équationf (x) = Oadmet une et une seule solution dans [a ;b].

[1l. Calculs différentiels :

Soit f une fonction définie sur un intervalle | contenant, et x, +h (avec h# 0).

f(% +h) = f(X)
h
alors f est dérivable enx, et la limite obtenue estf'(x,).

Si et seulement si lim(k» 0) existe et est finief )

Exemple : f(x) = Jx

Avecx, = 0, on a lim(h- Q")

%+ h;' 1) _jim(h— 0 %= fim(h— 07) —= = +co

/h

La limite n’est pas finie, dond (x) = Jx nest pas dérivable en 0.

Exemple : f(x) = x2si>1
%eix<1

La fonction f est-elle dérivable en 1 ?

f@A+h)—-fQ _ @+h)2-1
h h

h>0 =2+h etlim(ho 0" (2+h) =2

h<0 =3+3n2+h® etlim(h— 0) (3+3h2+h*)=3

fa+h)-f@ _ @+h?*-1
h "~ h
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Ces deux valeurs n’étant pas égalesy’est pas dérivable en 1.
En revanche, on dit qué est dérivable a droite en 1 &t, (1) =
f est également dérivable a gaucheenf'e()= . 3

Théoreme :

Une fonction est dérivable en un point si et seelensi elle est dérivable a droite et a gaug

de ce point et que ces deux dérivées sont égales.

On peut également dire que :

Soit f une fonction définie sur un intervalle | g L1 tel quex, ne soit pas une borne.

f est dérivable erx, s'il est possible d’écrire :

Pour tout IR @ f(x, +h) = f(x,) + hf'(x,) + he(h) avec lim(h-0)&(h) =0

Dérivées successives :

Si f est dérivable, on noté sa fonction dérivée. Si est dérivable, on noté sa dérivée,

appelée dérivée secondefde

f ™ (avec nON*) est la dérivée d’ordre n de.

Par exemple, on se sert parfois fle paur déterminer les variations et le signd depuis

déterminer les variations et le signefde

X? L . -
Exemple: f(x)= 5 +cosx-1 Déterminer les variations flsur R.

f'(X) = x—sinx

Pour déterminer le signe die, dn étudief "

f"(x) =1-cosx donconaf"(x)= OsurR

f'est croissante sur R, et onfa(0) =0-sin0= 0

f'< 0 sur ]-«0 ;0] doncf décroissante.
f' >0 sur [0;+0 [ doncf croissante.

Remarque : notation différentielle

. , R f
La fonctionf 'peut également étre no%e.
X

n

~ L d"f
De mémef ™ est noteed—n avec nLIN*,
X

Cette notation est treés utilisée en physique-chimie
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V. Inégalité des accroissements finis :

1. Enoncé :

Soit f une fonction dérivable sur I'intervalle | telle qoe< f'< M sur | (avec m et MIR).

Pour tout couple (a,d) I? tel que a b, onam(b-a)< f(b)-f(a)<M(b-a)

Etsi |f 1<k sur I, alors pour tout couple (a/d)I?2 on a: si| f(b) - f(a)‘ < k‘b—aj

Démonstration :Soitg une fonction de | sur R telle quEx) = f (X) —Mxavec f dérivable
sur let< f'<M sur | (avec m et MR).

gest dérivable sur l etg'(x) = f'(X) - M
Orf'<M,doncf ~M<Osurl. Dong'(x)< Osurl.
La fonctiong est donc décroissante sur |.

Soit (a,b) ! I2tel que & b,on a:

g(a) = g(b)

f(@-M.a=f(b)-Mb
Mb-M.az f(b)- f(a)
M(b-a)= f(b)- f(a)

On démontre de méme quab —a) < f (b) — f (a avec une fonctiorg(x) = f (x) — Mx.

Exemple :

f (X) =sinx

f est dérivable sur R et'(x) = cosx

Pour tout XIR, -1<f'(x)< 1l donc[f'(x )<1

D’apres I'l.A.F. (Inégalité des Accroissements B)npour tout coupleX, x,)L1 R?, on a :

| 0 = T (%)l x - %]
[sinx—sinX, [<| x -X,|

En choisissank,= 0, on obtient :dinx K| x| pour toutx [] R, soit |x[< |sinx K| x|
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" . y =sinx

2. Interprétation graphique :

On a pour tout couplex(, x,)LJ 12 tel quex>Xx, :

M(x=%) < £ ()= f (%) <M (x=x,)
(%) +M(x=%) < F(X) < (%) + M (x=x,)

! !
droite (d) droite (D)

Et pour tout coupleX, x,)L! 2 tel quex,>x :
m(%, = X) < f (X)) = f (X) <M (X~ X)
= £ (%) +M(x=%,) < = (X) £ = (%;) + M (x=X,)
F(%) =M (X=%,) < F(X) < f (X)) ~m(x=x)

! !
droite (D) droite (d)
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La courbe Eest située dans droite (D)

la partie hachurée en bleu

droite (d)

V. Equation différentielle y”’ + @2y =0 :

Résoudre I'équation différentielle y"®?2 y = 0 revient a chercher les fonctidndérivables
deux fois sur R et telles que pour toude R, on ait f "(x) + a?f (x)=0

La démonstration étant compliqguée, on admet quiniegions cherchées sont les fonctions :
f (X) = Acoswx + B sinwx ou (A,B)IR2

On peut vérifier que les fonctions de ce type &g des solutions de I'équation :
f (X) = Acoswx + B sinwx

f '(X) = —Awsinwx + Bw cosux
f "(X) = — Aw? coswx — Bw 2 sinwx

On a bienf "(x) + a?f (X) = —Aw? coswx — Bw 2sinux+ w 2A coax+B siax 3
A et B peuvent étre déterminés par les conditioiiles.

Par exemple, sf(0)=0 et f "(OF .
ona:f (OFA cos@B sin§ A doncA=0

et f "(0)=-Aw?cos0-Bw 2sin@G-Aw donc—Aw?=1donc A:—é
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