L e second degreé

l. Introduction

» (4x-1)2-9=C c’est une équation du second degré
(4x=1-3)(4x— I+ 3 (
(4x=4)(4x-2)= 0

4x-4=0 ou 4x-2=0
x=1 ou x:—1
2
1
S={-=1
=51

» (2x+1)2-3= (0 c’est une équation du second degré
(2x+1-/3)(2x+ 1/ 3= €
2x+1-+/3= 0 ou 2x+1++/3= 0

2x=+/3-1 ou 2x=1-+/3
2 2
1-/3 V/3-
5=V iy
2 2
» (x+1)2+16= 0 c’est une équation du second degré
(x+1)2=-16
Cette équation n’a pas de solution car le carré dambre réel ne peut pas étre
négatif.
S=0
» 3x2-x=0
X(3x-1)=0
x=0 ou 3x-1=0
1
X==
3
S={0; é}
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ll. Trinbme du second degré

1. Définition :

Un trinbme du second degré est une expressionfdentee P (x)= ax% bx+ caveca#0,b

réel etc réel.

Exemple :
P(X) =72+ 7TX+%
P(x) = »

2. Forme canonique d’un trinbme :

P(X) = a+ bxt ¢ avecazO0,bréel etcréel

P(x) = a(( e+2 xj+£j
a a

2 2
On reconnait darEst +E xj le début d{x+2£J car(x+2£J = x2+9x+i
a a

2
donc P(x) = a[( x+£j —i+£]
2a 4az a

_ b)° b2-4ac . o
P(x) = X+— | — Forme canonique du trindbme
2a 4a?

Exemple :
P(X) =2x2—5x+ 2
P(x) =2 xz—g x+1j

o[ x-B) -5
P(x)=2 (x j 16+1]

2
P(x)=2 (x—gj _1_96] Forme canonique du trindbme
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Résoudre 2x2—-5x+ 2= 0

2
2 x—§j - =0
4) 16

=2 ou X=—

X
S:{Z;%}

3. Discriminant du trindbme :
On noteA le discriminant du trindbme.
A =b?-4ac

La forme canonique peut alors s’écrire :

_ b)Y _ A
P(x)—a(( x+2—aj 4a2]

lll. Equation du second degré et factorisation dutinbme

1. Résolution d’une équation du second degré :

Nous cherchons ici a trouver une méthode pour d¥rsdas équations du type :
axt+ bx+ c=0

2
Cette équation est équivalente @ x+£ _ A =0
2a 4a2
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3 cas se présentent :

> A>0
Si A>0, on aA = (\A)?
L’équation devient :

(rakall-a)a)

On obtient 2 résultats :

(X+£j_£:0 ou (X+£j+£:0
2a 2a 2a 2a
b _JA b _ A
X+—=—- ou X+—=—-—
2a 2a 2a 2a
_-b+y/B o _-b-\A
2a 2a
> A=0
2 2
a (x+£j _ A =0 équivautaa(x+£j =0
2a 4a2 2a

. . b . b .
On obtient une seule solutionx+—=0 soitx= " oa (solution double)
a

2a

» A<O

( bjz A - ; ! \( bjz_
al| x+— | ——— |=0 équivauta | x+— | =—
2a 4a? 2a 432

. , . A . R o
L’équation n’a pas de solution car— < 0 et un carré ne peut pas étre négatif.

4a

Factorisation du trinbme :

> A>0 ax2+bx+c=a(x—_b+ AJ{)&
2a
b 2
> A=0 ax2+ bx+ c= {x—k—j
2a
> A<O0 pas de factorisation

—b—\/ZJ

2a
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2. Résultats a retenir :

Soit P (x)= ax2+ bxt+ ¢
Et A =b%2-4ac (discriminant)

Conditions surA

Résolution deax2+ bx+ c=0

Factorisation deP(x)

2 solutions :
A>0 obeVB b=V P(X) = a %= X)( X %)
2a 2a
1 solution « double » :
A=0 oo b P(X) = a(x= %)’
2a
A<O Pas de solution Pas de factorisation

Tableau récapitulatif des résultadsretenir

3. Exemples d'utilisation des formules :

Dans chacun des cas suivants, résoudre I'équ&feh=0 et factoriseP(Xx).

1. P(X)=-2X -5x+3
2. P(X)=X - x+%f

3. P(Y)=-2X+3x-4
4. P(X)= X +16x+ 63
5. P(X) = -3% + 9x+ 30
Solutions :

1. P(X)=-2X —-5x+ 3
A=52-4(-2)(3)= 25+ 2& 4% 7
On est donc dans le cAs$ 0.

P(x) admet deux racines :

w=2tT__3 o x=2"7_-1
4 -4 "2
S ={37
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Factorisation :P(X) = —2X —5x+ 3= - 2(x+ 3{ x—%)
P(X) = (x+3)(-2x+1)

-+t
2. P(x)= X x+4

A=1- 4><1 =0
4
On est donc dans le cAs 0.

P(x) admet une seule racine :

_h_1 -
X “5a 2 donc SZ—{%.‘

1 1Y
Factorisation :P(x) = X — X+Z :( X__Zj

3. P(Y)=-2X+3x-4
A=9-4(2)4)=- 25

On est donc dans le A% 0. Il n'y a pas de solution & I'équatier2x’ + 3x— 4= Cet ce

polyndme n’est pas factorisable.

4. P(X)= X +16x+ 63
A=162- 4(63)= 4= 2

P(X) admet deux racines :
X,=—16+ 2=_7 ot X,,=—16—2=
2 2

-9

S4 :{_9; _7}
Factorisation :P(x) = ¥ +16x+ 63= (x+ 9)(x+ 7

5. P(X) = -3 + 9%+ 30
A =92-4(-3)(30)= 44E 21

P(x) admet deux racines :
_ 9+ 21:_2 ot X,:—9—21:
-6 -6

5

X

S ={25

Factorisation :P(X) = -3X + 9x+ 30=—-3(x+ 2)(x 5
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4. Remarques importantes :

» Dans I'équationax? + bx+ c= 0, sia etc sont de signes contraires, il est certain que
I'équation admet une solution.

En effet, dans ce cas inew< 0donc-4ac= 0. Commeb2= 0, A =b2-4ac= 0donc
I'équation admet au moins une solution.

» Siiln'y a pas de terme enou pas de terme constant dans I'équation, ilnegilé et
déconseillé d'utiliserA.

Exemple: 4x2-1=0
4x2=1
1

X2==
4

1 1
X== ou x=-=
2 2

Exemple: 3x2+6x=0

X(3x+6)=0
Xx=0 ou 3x+6=0
6
X=——
3

5. Somme et produit des racines d’une équation desond degré :

SiAzO:x':ﬂ et x"=_b_\/Z (SiA:le':X":__b)
a 2a 2a
Sz x4 Y= “b+JA  -b-VA _-b+JA-b-VA _ b
2a 2a 2a a
v w_—btA _ -b-JA _-A_ - +4ac_ c
P=x.x"= X = = =

2a 2a 4a? 4a? ‘a

Résultats a retenir :

Si A=0, les solutions de I'équatioax? + bx+ ¢c= 0 ont pour somm8& = _b
a

. c
et comme produiP =—.
a
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Utilisation :

> Vérification des résultats : permet de vérifier ¢gesolutions trouvées a I'équation
sont justes.
Exemple :(=x2+3x+10= C

A=3-4CD10)f 4% 7 X'=_3;7=-2 et x'=—_3;7:5
On doit retrouverS:__z__‘?'_g t P—E—l—o——lo
a - a -1

EtonabienS= X+ X'=-2+5=3 et P=x'x"=-2x5=-10
A priori, on ne s’est pas trompé dans le calculsi#stions a I'équation.

» Résoudre une équation dont une racine est évi@es@ution plus rapide)
Exemple :10x2- 5x— 5= (
x'=1 est une solution de cette équation. Notafida deuxieme solution. On sait que

S= X+ X'=1+ X":_—b :E_ Doncx":i_l:_i_
a 10 10 10

» Résoudre mentalement les équations simples.
Exemple :x2-5x+6=0
S’ilyadesracinesS=5 et P=6
Les racines qui vérifient ces deux conditions goet 3.

X2+ x-6=0

S’ily adesracinesS=-1 et P=-6
Les racines qui vérifient ces deux conditions gbet -3.

6. Exemples d’équation se ramenant au second degré

Les équations bicarrées :

1. x*+3x°+2=0

C’est une équation du quatrieme degre, mais quina@enée au second degré par un
changement de variable

On poseU = x*

L’équation devient U*+3U +2=0

U '=-1 est solution. Trouvons l'autre solutiorBomme= -3 doncU "=-2 est également
solution.

Il faut donc quex2 =-3 ou x2=-1. Dans les deux cas, c’est impossible car un cerggeut
pas étre négatif.

L’équation n’a donc pas de solution.

S=0
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2.5x*-3x*-14=Q

On poseU = X
L'équation devient 8U*-3J —14= (
A=9-4(5)14)= 28% 17

U'—3+17=2 ou U":3—_17=__7
10 10 5
X2=2 ou x2:_—7
5
x=+2 ou x=-/2 pas de solution
S={-2;2}

3.3 -4x*+1=0
On poseU = x*

L'équation devient 3U°-4U +1= 0
A =16- 4(3)= 4= 2

u=4*2- ou yr=4-2-1
6 6 3
x2=1 ou X2=}
3
Xx=-1 ou x=1 X=- } ou x= E
3 3

ST O
Sy

4. 4x* -20x° + 25= C

L’équation équivaut §2x2-5Y = 0
2x?-5=0

X2 =

N o
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Autre exemple de changement de variable :

X-5Jx+6=0
On poseJU =Jx

L’équation devient U2-83J +6=0

On résout I'équationU '=2 et U"=3

Calcul dex:

Jx=2 ou Jx=3
X=4 ou Xx=9
S={4,;9}

IVV. Signe du trinbme et inéquation du second degré

1. Signe du trinGme :
P(X)=a®+ bxt ¢ avecaz0

» SiA>0 onaP(xX)=a x— X)( x X)
Supposons que&' < x"

X —00 X' X 400
X=X - 0 + | +
x— X" - | - 0 +
(X=X)(X= X)) + 0 - 0 +
P(x) = a( x= X)( x= X) Signe dea 0 signe da 0 Signe d&

> SiA=0 onaP(x)=a x- X)?
(x— x")*est toujours positif, don®(X) est toujours du signe de

2
» SiA<0 onaP(x) = (x+£j _A
2a 4a2
A

2 2
(x+£} >0 et —A>O donc(x+£} -—>0
2a 4a2 2a 4a2

P(X) est toujours du signe @de
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Conclusion a retenir :

Le trinbme est toujours du signe ae
sauf « entre les racines » lorsqu’il y a 2 racitistinctes.

2. Exemples d’application a des résolutions d’inéaations :

Résoudre les inéquations suivantes :
1.3x°+2x-1> 0
2. -5x*+2x-2< 0

3. -x*+2x/5-5< 0

Solutions :
1.3x°+2x-1> 0
On voit tout de suite que'=-1 et commex'.x"= —%, on ax" :é

3x* + 2x—1 est du signe da (c’est-a-dire de 3) en dehors des racines.

X —o X'=-1 X" = 1 +00
3
3x° +2x-1 + 0 - 0 +
1

Donc S =]~eo;-1 O }§;+oo[
2. -5x*+2x-2<0
A=4-4(-5)-2)=-3¢
-5x* + 2x— 2 n’'a pas de racine et est donc toujours du ménme sjigea, c’est-a-dire
toujours négatif.
Donc S, =R
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3. -x>+2x/5-5< 0
A =20- 4(1)E5)= (

—x% +2x/5- 5 est donc toujours du méme signe que’est-a-dire toujours négatif ou nul

gquandx=Xx'.

x'——2_—\/2§:\/§

Ici, nous recherchons les valeurs de Dampour lesquels le polynéme est strictement négatif,

il faut donc exclure la racine des solutions.

Donc S,=R —{\/g} qui s'écrit égalementss, = ]—oo;\/g[ O ]\/g;+oo[

4, L +—-<-2
X+2 X
1 +§+2s0
X+2 X
Soit P,(X) = +§+2
4 X+2 X
X+ 3(X+ 2)+ 2X(x+ 2
b () = X+ 30k 2+ 2x(x+ 2)
X(X+2)
X+3X+ 6+ 2X2+ 4x  2X&* 8+ €
P4(X): =
X(x+2) X(x+2)

2x2+8x+ 6_ N(Xx)
x(x+2)  D(X)

On noteP,(x) =

Pour N(X) :

A=64-4(2)(6)= 16= 4

X':ﬂ:—l et X":ﬂ:_?)
4 4

D(x) s’annule en 0 et en -2.

On dresse le tableau de signeRjéx) :

X —00 X'=-3 -2 x"=-1 +00
N(x) + 0 - - 0 +
D(x) + + 0 - 0 +
R + 0 - |+ 0 N+

Donc S, =[-3,-2 0[-1(
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V. Applications des résultats précédents

1. Simplification de fractions rationnelles :

Apres avoir factorisé le numérateur et le dénorewatdonner I'ensemble de définition de la
fraction rationnelle et la simplifier.

2x2+ x=1 _ N;(X)
-4x2-x+3 D (x)

> R(¥=

N,(X) =2x2+ x-1

x'=-1 et x":—%

N, = &% X( % %)= 20 D(x )
N, (X) = (x+1)(2x-1)

D,(X) = —4x2— x+ 3

x'=-1 et x"=§
4

D,(x) = —4(x+1)(x—§)
D,(x) = (x+1)(~4x+ 3)

Ensemble de définition : il faut qu@, (x) # 0 car un dénominateur ne peut pas étre nul.

Ensemble de définitionR —{-1; %}

(x+1)(2x-1) = 2x-1

= sur I'ensemble de définition
(X+1)(-4x+3) —-4x+ 3

Simplification : R (X) =

2x2=T7x+ 3 _ N,(X)
8x2-14x+5 D, (x)

> R(X¥=

N,(X) =2x2-7x+ 3
A=49-24= 25= 5
x':7;5:—1 et x"=——=3
4 2 4
1
Nz(X)=2(X-3)(X-§)
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D,(x) =8x2-14x+ £
A=196-4x 8 5= 36= 6
,_1l4-6_1 ._14+6
= =— et x"= =
16 2 16

X

NS

= 8(x—L)(x=2
D,(x) =8(x 2)(X 4)
D, (x) = (2x-1)(4x- 5)

R,(X) existe siD,(x) #0 donc six#% et xig

Ensemble de définitionR —{%; %

X3 sur I'ensemble de définition.
4x-5

Simplification : R,(¥) =

2. Intersection relative de droites et de courbes :

» Dans le plan muni d’'un repeére orthogonal, consdria droite D d’équation
y=-Xx+4 et la parabole P d’équatign= 2x2+1.

On poseA(Xx) =2x2+1- (-x+ 4)
Résoudre I'équatiod(x) = 0et I'inéquation A(x) >0.
Donner une interprétation graphique des résultats.
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A(X) =2x2+1- (-x+ 4)
A(X) =2x2+ x—3

Résolution deA(x) =0 :

. L ._C 3 Y 3
Xx'=1l etcommex'x"=—=-—,o0onax"=——
a 2 2
3
S={-=1
{ > }
Résolution deA(x) >0 :
X —00 —§ 1 +00
2
A(X) + 0 - 0 +

S= }—oo;—g{ 0 ]4; +oof

Interprétation graphique :

A(X) =0signifie 2x2+1=-x+ 4
Les solutions de I'équatioA(x) = 0sont les abscisses des points communs a P et a D.

A(X) = Osignifie 2x2+ 1> —x+ 4, c'est-a-dire P au-dessus de D.
Les solutions de I'équatioA(x) > 0sont les abscisses des points de P situés au-dbsgus

» Construire la droite D d’équation :% x+3 et I'hyperbole H d’équatiory =3+i1
X_

On noteS( X :3+i_(% X+ 3)

Etudier le signe d&( X suivant les valeurs de En déduire la position relative de D et de H
suivant les valeurs de

© http://lwww.bacdefrancais.net Page 15 sur 17
Le second degré



—g4t (1
sth=3+-2-( 10y

s(y=3+ Lt -Lyg= 1 1,
x-1 2 x-1 2
2-x(x-1
s(y =2 XD
2(x-1)
_ X2+ X+2

9= 2(x-1)

-X2+ X+ 2
x'=-1 et x'x"=-2 donc x"=

Etude du signe deS( % :

]
10x

X — -1 1 2 +00
-X2+ X+ 2 - 0 + + 0 -
2(x-1) - . "
S(¥ + 0 - + 0 -
Interprétation 3+ 1+ s1ii3 H H H
graphique x-1 2 en dessous de| au-dessus de | en dessous de
H au-dessus de D D D D
HetD se HetD se
coupent en coupent
€en (2;4)

&
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3. Exemple d’équation irrationnelle :

Méthode pour résoudre une équation du t3/|d_¥e: B:

— P2
JA = B équivaut é{A_ B

B=0

Exemple :Résoudre I'équation suivante/2x+5= 3x— 3

Cette équation équivaut a :
2x+5= (3x- 3f
3x-3=20

Le résultat trouvé devra donc satisfate+ 5= (3x— 3] et 3x-3= 0.

3X-320- x21
Résolution d@x+5= (3x— 3f :

L’équation équivaut &x + 5= 9x2— 18x+ ¢
Ix2-16x+ 4= C
A =400- 4(4)(9= 256 16
,_20+16 ._20-16_ 2
X' = =2 et x"= =—
18 18 9

x'=2 satisfait2x+5= (3x— 3} et 3x-3= 0 puisquex'=1

x":é ne satisfait pag2x+ 5= (3x— 3f et 3x—3> 0 puisquex"<1

La solution est don& ={2}
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