Applications du
produit scalaire

I. Vecteur normal a une droite

1. Définition :

Dire que n (n#0) est un vecteur normal B de vecteur directeun signifie quen est
orthogonal &u.

2. Caractérisation d’une droite par un pointA et un vecteur normaln :

M appartient & la droite passant pagt de vecteur normal si et seulement sSAM et n sont
orthogonaux, c’est-a-dire si et seulemenaM .n=0.

3. Vecteur normal d’'une droite d’équationax+by+c=0:

Pour toute droite d'équation cartésienae+by+c=0 (avec a#0et b#0), un vecteur

normal est :n(a; b)
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Démonstration :

Soit N, (X, Y,) un point de la droit® d’équationax+by+c=0.
On a doncax, +by,+c=0

De méme, pour tout poir¥ (x; y) deD, on aax+by+c=0

Donc (ax +by +c) —(ax, + by, +¢) =0 donca(x—x,) +b(y-y,) =0

N, et M appartiennent ® donc N,M est un vecteur directeur e

Notons n(a;b) . L'expressiona(x - %) +b(y-y,) =0 signifie queﬁ.NoM =0 donc n(a;b)
est orthogonal &,M , et est par conséquent un vecteur nornial a

Il. Cercle

1. Cercle défini par son centre et son rayon :
SoitC le cercle de centr@ et de rayorR.
MOC « QM =R

DemémeM[OC =« QM =R = QM?=R?carQM =0 et R>0.

Exemple :
SoientQ(1;,-2) et R=2
Trouver I'équation du cerclé de centreQ et de rayorR.

Soit M (Xx;y)
MOC « QM?=R?

2
MOC = (Jx-17+(y+2F) =4
M OC (X—1F+ (y+2¢ =4

MOC o x*—2x+1+y?+ dy+ 4= ¢
MOC X? +y?-2x+ 4y+ 1= 0 est I'équation cartésienne Ge

8
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8
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2. Cercle défini par un diametre :

MOC « AMBM =0

Exemple :
Soient A(-1;3) et B(2;2)
Trouver 'équation du cercl€ de diamétrd AB].

Soit M (x; y)

MOC -« AMBM =0

AM (x+1;y-3) et BM (x-2;y - 2)

MOC = (x+1)(x-2)+(y-3)y- 2)= C

MOC - x*+y*-x-5y+4= 0 estI'équation cartésienne Ge

3. Reconnaitre une équation de cercle :

Exemple :

Quel est le centre et le rayon du celCld’équation :
X?+y*-2x-6y+5=10

x?-2x+y*-6y+5=0
(x-1)%-1+(y-3)*-9+5=0
(x-1?%+(y-3)°-5=0
(x-1)*+(y-3?*=5

Le centre du cercl€ estQ(1; 3) et son rayorR = J5
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[1l. Théoreme de la médiane

1. Enoncé du théoreme :

SoientA etB deux points ek le milieu de[AB]. Pour tout poinM, on a :

M AB?

MAMB =MI 2 -

2
MA? + MB? = 2MI * + AB

2. Démonstration du théoreme :

> MAMB=MI +IAMI +IB
MAMB = MI.MI +MI IB+IAMI +1AIB
MAMB =MI2+MI.(IB+1A)+1AIB
WWB:M|2+W.(6)+(—%EJ (—;EJ

|\/TAW3=|\/||2+—:11A|32

> MA?+MB2=MAMA+MBMB=MA +MB
_ —\2 _ ——\2
MA2+MBZ=(MI +|A) +(|v|| +|B)
MA? + MB2 = MI 2+ 2MI JA+ 1A%+ MI %+ 2MI 1B+ B2
|\/|A2+|\/||32:2|\/||2+2|\7|T.(FA+W3’)+|A2+|B2

2 2
MA? + MB? = 2MI 2 + 2Wb+(%) +(A—ZBJ

2
MA? + MB? = 2MI ? + AB
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3. Exemple d'utilisation :

SoientA etB deux points tels quéB =4.

Déterminer I'ensemble~) des point$/ tels queMAMB =0 (ligne de niveau 0).
Déterminer I'ensemble=Q) des pointd/ tels quemﬁé =-4 (ligne de niveau -4).
Déterminer I'ensemble=@) des point$/ tels queMAMB = -20 (ligne de niveau -20).
Déterminer I'ensemblerd) des point$/ tels queMAMB = 2 (ligne de niveau 2).
Déterminer 'ensembleF6) des point tels queMA® + MB? =8.

Déterminer I'ensembleF@) des pointd tels queMA” + MB? = 16.

> M O(F1)signifie MAMB =0, c'est-a-direMA O MB
(F1) est le cercle de diamefaB|.

> M O(F2)signifie MAMB = —4.

2
Soitl le milieu dg AB]. D'aprés le théoréme de la médiane, orMAMB = MI* - AB”_ 4
Donc MI? -4 =-4 doncMI =0. M est le milieu dd AB].
(F2)={1}
> M O(F3)signifie MAMB = —20.
2
D’aprés le théoréme de la médiane, onMAMB = MI * - AB” _ -20
Donc MI? -4 =-20donc MI* =-16 = Impossible !
(F3)={0}
> M O(F4)signifie MAMB = 2.
2
D’aprés le théoréme de la médiane, onMAMB = MI * - AB” _ 2
Donc MI2-4=2 doncMI? =6, doncMI =+/6 (Ml =0)
(F4) est le cercle de centfet de rayon\/E .
> M O(F5)signifie MA> + MB? =8.
2
D’aprés le théoréme de la médiane, on\&” + MB* = 2MI %+ AB” g
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2M|2+%5:8donc|v||2:o doncMI =0

MI =0. M est le milieu dd AB] donc (F5) ={1}

> M O(F5)signifie MA’ + MB? =16.

2
AB =16

D’aprés le théoréme de la médiane, on\&® + MB? = 2MI ? +

Donc 2MI*+8=16 doncMI? =4, doncMI =2 (Ml =0).

(F5) est le cercle de centlret de rayor?2.

V. Relations d’Al Kashi et autres formules

1. Enoncé de la relation d’Al Kashi :
Soit le triangleABC suivant, avecAC =b, BC=a et AB=c

C

A B

On a les égalités suivantes :

a’ =b%*+c?-2bcx cosA
b? =a®+c?-2acx cosB
c® =a’+b?-2abxcoC

2. Démonstration de la relation d’Al Kashi :

Soit un triangleABC :
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Ona:

AB.AC = ABx AC x COSBAC
et AB.AC = [A8]" +[Ac| -8~ AC|") =5 a8 + Ac-aB- AC]|

(cf. formules du chapitre « Produit scalaire »)
Or AC+CB+BA=0 donc AB-AC =CB
donc AB.AC :%(ABZ +AC?-CB?)

donc ABx AC x cosBAC :%(AB2 + AC? —CBz)

donc 2AB x AC x cosBAC = AB? + AC2 - CB?
donc CB? = AB? + AC? - 2AB x AC x coSBAC

On démontrerait de méme les autres formules.

3. Aire du triangle :

Soit Sl'aire du triangle, on a :

S=1bcxsin2\:1acsin§=—lab sirC
2 2 2

4. Formule des sinus :

Ona:

a _ b _ c
sinA  sinB sinC
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