Produit scalaire

|. Quelques rappels

1. Mesure algébrique :

Soit i un vecteur unitaire.

O A B

OA=X,i

OB = x,i

AB=A0+0B=0B-0A= Xl =X, =(Xg = X,)I

Xz — X, est appelé mesure algebrique du vect®Bret est notéAB eton a :
AB=ABT

Si ABest de méme sens qiie AB est égal a la longueur d&B .

Si AB est de sens contraireia AB est égal & I'opposé de la longueur A .

2. Produit des mesures algébriques de deux vecisu

Etudions le produit des mesures algebriques de decteursAB et CD de méme direction
(=ils sont « paralléles »)

> AB et CD sont de méme sens :

ABxCD = ABxCD

>  ABet CD sont sens contraire :

ABxCD =-ABxCD
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II. Produit scalaire de deux vecteurs

1. Définition :

Soientu et v deux vecteurs non nuls &t B etC trois plans du plan du plan tels que: AB
et v=AC et soitH le projeté orthogonal d@ sur(AB).

u B H

Le produit scalaire deu et dev, notéuv, est lenombre réel défini par :

uv = AB.AC = ABx AH

Le produit scalaire de deux vecteurs est égal adyitrde la mesure algébrique de I'un par la
mesure algébrique de la projection orthogonaleéadré sur lui.

Exemples :

ABCD est un carré de 4 cm de c6té et de centre O.

D C

AB.BC = AB.AD =0 car AB et BC sont orthogonaux.
AB.CD = AB.(-AB) = ABx (-AB)=-16

AB.DO = AB.AW = ABx Al = 4x 2= 8

AB.CO = AB.AZ = ABx AJ = 4x (-2)=-8
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2. Vecteurs orthogonaux :

Deux vecteursl et v sont orthogonaux si et seulementisi= 0.

Le vecteur nul est donc orthogonal a n'importe qeeteur.

3. Produit scalaire et norme :

(i = OAxOA = OA® =[]

—

u

2 .-
=uu

Donc

4. Expression du produit scalaire a I'aide d’un agle :

1" cas :

<!

c
oy)
I

uv = AB.AC = ABx AH = ABx AC x cOSBAC

2*Mecas ¢

C

—_—

uv=AB.AC =-ABx AH = —ABx AC x (- cOSBAC ) car les angleHAC et BAC sont supplémentaires
UV = AB x AC x CoSBAC

Si u=AB etv=AC

alors : uv = ABx AC x cOsBAC
ou uv =|u ><HVH><C0 u ,\7)
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1°" exemple :

AB:%, AC=+2 et BAC =60

Calculer AB.AC

NG

AB.AC = ABx AC x cosBAC :72><\/_2X cost)zé

2°™ exemple : produit scalaire de deux vecteurs colinées

> Les vecteurs! et v sont de méme sens :

Alors : u.v:HuHXHVH

> Les vecteursl et v sont de sens contraire :

u \

Alors : uv = —HGHXM

lll. Propriétés du produit scalaire

1. Symétrie du produit scalaire :

Pour tous vecteurs etv, on a:
UV =Vvu

2. Regles de calcul sur le produit scalaire :

Pour tous vecteurs et v et tout réek on a :
(ka).\?: k(a.v)
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Pour tous vecteurs, v etw, on a :
(G+Q).VV:G.VV+T/.VV

3. Expression du produit scalaire dans un repérerthonormal :

Pour tous vecteurs(x, y), V(x',y') dans un repére orthonormal, on a :
UV = XX+ y.y'

Exemple :

Dans le repére orthonorm(a(D,T,]) soient A(3,-4) et B(4,3)
CalculerOAOB et en déduireAOB.

D’aprés la formule ci-dessus, on ®AOB = 3x 4+ (-4)x 3= C
Donc OA et OB sont orthogonaux, dondOB =90° .

Soient A'(2v/2,1) et B'(-1,4/3)
CalculerOA'OB" et en déduireA'OB".
Ona:OA'OB'= 2/2x (- 1)+ x/3=- 2/ 2+ ¢

Or OA'OB" = OAX OB % cosA OB

OA'= (2\/§)Z+12 =J8r 1= ¢

OB'=/(-1)" +/3" =1+ 3= 2

Donc cosA OB '= OA'OB = _2\/_2+\/§
OA'xOB' 6

A'OB'=cos' A OB
Donc A'OB'=10C° a 1° pres.
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4. Expression du cosinus d’'un angle avec le protiscalaire :

COS% _ AB.AC
ABx AC

5. Norme et produit scalaire :

> Carré scalaire :

-\2 - 2
(U) =uu=

—

u

> ldentités remarquables :
(V)" =(0) +209+(v)°
(6-v)"=(0) - 205 +(v)°
fo -HUHZ+2W+HVH2
fi-v =
(+v){u- v)—(ﬁ)z-(v)z

» Expression du produit scalaire avec les normes desgcteurs :

aw= 5 [+ [+
Par exemple :
C
//
A -
u B
peac =[] +|ac] -[5-ac]
Or AB-AC = AB+CA=CB
Donc KE.K(::%(ABZ +AC?-BC?)
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