Probabilités

|. Qu’est-ce qu’une probabilité ?

1. Premiere approche :

Une probabilité en mathématique est un chiffre casrgntre 0 et 1. Ce chiffre représente une
évaluation du caractére probable d’'un événement.

Si la probabilité de se produire d’'un événementlesilors il se produira forcément. Si cette
probabilité est de 0, il ne se produira jamais.

Prenons un exemple simple et concret :
» On lance un dé de six faces.

Cette action est unexpérience aléatoirecar on ne peut évidemment pas savoir avant de
lancer dé sur quelle face il tombera.

Si le dé n’est pas pipé, on peut obtenir avec lmengrobabilité le chiffre 1, 2, 3, 4, 5 ou 6.

On dit intuitivement qu’on a 1 chance sur 6 d'olitémnuméro 4 par exemple.

La probabilité de I'événement « on obtient le akif# » est donc égale—éé\.

2. Vocabulaire des probabilités :
Précisons ici quelques notions de vocabulaire prapx probabilités :

Expérience aléatoire :expérience faisant intervenir le hasard et donherpeut donc pas
deviner a priori l'issue.

Exemple : le tirage du loto, le jet d’'un dé...

Univers : L’ensemble de toutes les issues possibles d'upériance aléatoire est appelé
univers. En général, on le nofe (prononcer « omega »).

Dans I'exemple d'un lancer de dé, ofa={1;2;3;4;5;§ .

Evénement :tout ou partie de l'univers.
Dans I'exemple d’'un lancer de dé, on peut avowdi@ment « obtenir le chiffre 4 », qu’on

pourrait noterA={4}, ou encore I'événement « obtenir le chiffre 1 ewhiffre 3 », qu’on

pourrait noterB={1,3 , etc...
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Cardinal : Le cardinal d'un ensemble fini est le nombre digdéts contenu dans cet
ensemble.
Il est généralement noard(ensemble).

Dans I'exemple d’'un lancer de dé, orﬁ)a:{l; 2;3;4;5;@ , doncCard(Q) =6

3. Les différents types d’événements :

> L'événement élémentaire :
C’est un événement constitué d’un aeirdseul résultat

Exemple: On tire une carte dans un jeu de 52 cartes. Lé&wé&mt « obtenir I'as de pique »
est un événement élémentaire.

> Intersection de deux événements :

On peut également le noter événement « A et Bévénement <A n B » (prononcer A inter
B).
Il faut que les deux événements se réalisent.

Exemple : On tire deux cartes dans un jeu de 52 cartesébh@went « obtenir I'as de pique et
I'as de coeur » est I'intersection des deux évémesn&émentaires « obtenir I'as de pique » et
« obtenir I'as de coeur ».

» Réunion de deux événements :

On peut également le noter événement « A ou Bévénement <A 1B » (prononcer A
union B).
Il suffit que I'un des deux événements se réalise.

Exemple: On tire deux cartes dans un jeu de 52 cartes.éh@&wment « obtenir I'as de pique

ou I'as de coeur » est la réunion des deux évéenmsnéiEmentaires « obtenir I'as de pique » et
« obtenir I'as de coeur ».

»  Evénements incompatibles :

Deux événements sont incompatibles s’ils n'ont auddément en commun.
Si deux événements A et B sont incompatibles, dore A n B=[ .

Exemple : On tire un dé. Soient 'événement A est « obt2n#t ou 6 » et I'événement B
« obtenir 1 ». Les événements A et B sont incorbjeti(ou disjoints).
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> Evénements contraires :

Deux événements sont contraires lorsquéalgju’ont aucun élément en commuret que
I'union des éventualités de ces événements forme Ivers, c'est-a-dire la totalité des

éventualités. On notA I'événement contraire de A.

OnadoncAnA=0 et ADA=Q.
Exemple: On tire un dé. Soient I'événement A est « obtdni2 ou 6 ». Son événement
contraire, notéA , est « obtenir 3, 4 ou 5 ».

»  Evénement certain :
Un événement certain se réalise quelque soit ldtaésle I'expérience.

Exemple : On tire un dé. L’événement « obtenir un chiffrérer et 6 » est certain.
»  Evénement impossible :

Un événement impossible ne peut pas se réaliser.

Exemple: On tire un dé. L’événement « obtenir le chiffre 8st impossible.

lI. Calcul de probabilités

1. Définition :

Soit Q l'univers associé a une expérience aléatoire.
Une probabilité est une application (définie senemble des événements@¢ qui a tout

événement associe un nombre(A) 0[0;]]
Cette application est telle que :
- La somme des probabilités de tous les événementéréentaires deQ vaut 1.

- La probabilité de tout événement est la somme desgbabilités des événements
élémentaires qui le constitue.
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2. Cas de I'équiprobabilité des événements élémeines :

»  Qu’est-ce que I'équiprobabilité ?

Desévénements élémentaires sont équiprobabléssquils ont tous la méme probabilité
de se realiser

Exemple : On tire un dé. L'univerg) est constitué des 6 événements élémentaires $slivan
- E;: «Onobtient le chiffre 1 »
-  E>: « On obtient le chiffre 2 »
-  Ez: «On obtient le chiffre 3 »
- E4: « On obtient le chiffre 4 »
-  Es: «On obtient le chiffre 5 »
-  Es: « On obtient le chiffre 6 »

On comprend que chaque événement a la méme priobatel se réaliser, ils sont donc
équiprobables.

Si on reprend les propriétés de la définition di. l{paragraphe précédent), on a:
P(E) + P(E,) + p(Ey) + P(E,) + P(E9 + p(Eg =1

»  Calcul de probabilité d'un événement élémentaire das le cas de I'équiprobabilité

Soit Q l'univers associé a une expérience aléatoire. Dmnas de I'équiprobabilité, la
1

probabilité d’'unévénement élémentairest p=———
Card(Q)

Démonstration :

Soit 'univers Q :{cq; %%} ou lesw représentent les événements élémentaires.
n est le nombre d’événement élémentaire, dorcCard(Q) .

On a équiprobabilité, donp(«) = p(w,) =...= p(w,).

On a egalemenp(w) + p(w,) +...+ p(w,)=1
Comme p(w) = p(w,) =...= p(w,), on en déduit quax p(«w) =1

1 1
Donc =—=
Pled) == Card @)
Exemple: Dans I'exemple précédent du lancer de dé, @ig) = p(E,) =...= p(E6)=%
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»  Calcul de probabilité d'un événement dans le cas de&quiprobabilité

Soit Q l'univers associé a une expérience aléatoire. Dmnas de I'équiprobabilité, la
probabilité d’'un événement A est :
o(A) = Card(A) _ nombre de résultats favorables i

Card(Q) "~ nombre de résultats possibles

Démonstration :

Soit 'événemenA tel queA:{q;wz,...,wp} avecw; w,, ...,a, qui sonfp evenements

élémentaires.
On ap=Card(A)
De plus p(A) = p(w) + p(@,) +...+ p(w,) (cf. la définition du I1.1. tiret 2)
Or la probabilité de chaque événement éIémenta’mE—vl—
Card(Q)

Donc

1 1 1 1

A= +p(w,)+...+ plw,)= + +..+ =px

PIA) = plad)+ @)+ P@) = oy " Cara@ * Card@) ~ P~ Card(@)

1 Card(A)

PA) = Card(> =L 4@) ~ Card(@)

Exemple: Dans I'exemple précédent du lancer de dé, onmameA |'événement « obtenir 2
ou 5 », doncA={E,; E}

3. Propriétés des probabilités :
»  Probabilité de I'événement contraire :

Soit A un événement. Son événement contraire est Aoté

Il est parfois plus simple deasser par le calcul de la probabilité de I'événenm contraire
pour trouver une probabilité.
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»  Probabilité de la réunion de deux événements :
SoientA etB deux événements.
- Laréunion des deux événementa etB se noteA] B (prononcer « A union B ») et
est 'ensemble des élémentsAleu deB (cf. fiche « rappel sur les ensembles »).

- L’intersection des deux événementé etB se notéAn B (prononcer « A inter B »)
et est 'ensemble des élémentsAdet deB (cf. fiche « rappel sur les ensembles »).

La probabilité de la réunion de deux événement§ierda relation suivante :

p(ADB) = p(A)+ p(B) - p(An B)

Si A et B sont incompatibles (ils n’ont aucun élément en rmam), on aAn B=0. Or
p(CJ) =0, donc dans ce cas :

pP(ALB) = p(A) + p(B)
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